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(Eingegangen am 15. 6. 1966) 
Üb ersi eh t: In seiner allgemeinen Relativitätstheorie hat Einstein uen Energie·Impuls 
der }Iaterie geometrisiert. Spinnende Materie besitzt aber neben den Translations· 
zusätzlich noch Rotationsfreiheitsgrade, die im Spindrehimpuls ihren Ausdruck finden; 
für dessen Beschreibung ist jedoch in der allgemeinen Relativitätstheorie keine geo· 
metrische Größe verfügbar. In diesem Artikel wird daher im Anschluß an Arbeiten von 
Sciama, Kibble, Kröner und dem Verfasser die dem Spindrehimpuls zugeordnete Raum-
größe aufgesucht und eine allgemein-relativistische Feldtheorie für Er/l'fgie-IIII puls und 
Spindrehimpuls angegeben. 
Im ersten Kapitel erläutern wir zuerst die unserer Arbeit zugrunde liegende Konzeption 
(§ 1). Wesentlich ist dabei, daß materieller Spindrehimpuls dem antisymmetrischen Teil 
der affinen Konnexion, der sog. Cartanschen Torsion äquivalent ist. § 2 gibt eine Literatur-
übersicht, und in § 3 führen wir etwas näher eine zwischen der Feldtheorie der Versetzungen 
und der allgemeinen Relativitätstheorie bestehende Analogie aus, die den Ausgangspunkt 
unserer Überlegungen bildete. In § 4 werden eine Reihe mathematischer Formeln auf-
gestellt, die wir später benötigen werden. 
Das zweite Kapitel dient der eigentlichen Ausarbeitung der Theorie. In § 5 wird als physi-
kalischer Erfahrungsraum der allgemeinste metrische und affine Raum eingeführt. Gegen-
über dem Riemannschen Raume der allgemeinen Relativitätstheorie besitzt er als zusätz-
liche Struktur die Cartansche Torsion. Betten wir die Wirkungsfunktion der Materie in 
diesen Raum ein (§ 6), so folgen aus ihrer Invarianz gegenüber beliebigen Koordinaten-
transformationen gewisse Identitäten. 
Wir definieren in § 7 den Energie-Impuls und den Spindrehimpnls der Materie dynamisch 
und können dann in § 8 die erwähnten Identitäten auswerten: die dynamisch definierten 
Energie-Impuls- bzw. f::\pindrehimpuls-Tensoren sind mit den entsprechenden kanonischen 
Tensoren. die aus dem Lagrange-Formalismus folgen, identisch. Zudem erhalten wir die 
explizite Form der Erhaltungssätze für Energie-Impuls und Drehimpuls. 
Diese Ergebnisse gelten bei beliebiger Form der Feldgleichungen der Gravitation. Letztere 
stellen wir erst in § 9 mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzipes auf. Die \Vahl einer be-
stimmten Wirkungsfunktion des Feldes führt zu den Feldgleichungen 
Einstein-Tensor = kanon. Energie-Impuls, 
(modifizierte) Cartansche Torsion = kanon. Spindrehimpuls. 
In ~ 10 rli,klltieren wirr! (lic dargelegte Theorie und schneiden einige noch offene Probleme 
an. 
S Ii IIII/IU ry: Eillstr i'l !lrf)IIII-lri:r,rl ;n his [!pI/Frlll tJnory of rdalil'ity energy-momentum 01 
WIllIr r_ -"pi 1111 i /Ir! 1I1I11I1_r i8 "h"rII"Ir;rizlr! b,-sides fhe lranslaiion,,[ also throughrofational 
d'f/ru -, o! !rruIOIll, IIlId Ihi8 t"rl Iilllnifr,SIS ilsr,l! in spill-ungular It/omenlu/Il. In general 
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relatit'ity, howeur, there is 110 geometrical counterpart of spin-angular mOll/elltum. Therr/ore 
10llOlring the u·orl.: 01 Seiama, Kibble, Kröner alld the author, 1I'e he re look 101' the geom'etri~ 
quantity eorresjlondillg to spin-angular momentum and propose a general relatiristie field 
theory 101' energy-momentum and spin-angular momentum. . 
In ehapter olle l/'e lirst explain the eoneept underlying our work (,§ 1). The essential point 
i8 the equimlenee 01 spin-angular momentum of matter alld the alltisymllletrie part of tlle 
alline eonnexion, the 80-called Cartall's torsion. In § 2 10e survey the literature, alld in .$ ,3 
u'e diseuss in some detail the analogy between lield theory 01 disloeations and general relatil:ity 
u'hieh was our startiny point. In § 4 we list 101' later convenience some mathematieal lormulas. 
lV e build vp the proper theory in the second chapter. In i:j .j 1ce introduce a8 physical space 
the most general metrie and alline space. Compared with Riemannian spaee 01 general 
relativity it ha8 Cartan's torsion as an additive strvctvre. 11 v'e imbed the aetioll lunetion 01 
matter in this spaee, as is done in .§ 6, Ihere lollow certain identities Irom the inL'ariance 01 
Ihe action lunction agaillst general coordinate transformations. 
Energy-momentum and spin-angvlar momentvm 01 matter are defined dynalilicalZy in ,I:i 7. 
In .98 u'e are then able to vtilize the abot'e lIlentioned identities: the dynamicalZy dejined 
cnergy-moll1entum and spin-angular momenlum lensors are respectil'ely identical l,.ilh Ihe 
correspondiny canonical tensors jollou'ing Irom Lagrangian lonnalislll. Furtha u'e obtnin 
explicitly the conservation theorems lor energy-momentum and angular 1I10mentum. 
These rfsults are valid irrespeetive 01 the lorm 01 the lield eguatiolls oj gmt·itatioll, 1I'hich u'e 
deduce only in .99 u'ith the help 01 Hamilton's prineiple. Choosiny a eerlain action luncfion 
01 Ihe field, lce are lead 10 the lield equatiolls 
Eillstein's teIlSOl' = callonical energy-llIomelltulIi, 
(modilied) Cartan's torsion = canoniealspin-angular mOIl/elltulIl. 
In § 10 u'e discu88 the proposed theory and mise some open problell/s. 
Kapitel I 
Warum sollte die allgemeine Relativitätstheorie beim Auftreten von Spin-
drehimpuls erweitert werden? 
Eine Sammlung heuristischer Gesichtspunkte 
§ 1. Einleitung 
Die Einsteinsehe allgemeine Relativitätstheorie [281 beschreibt die Schwere. 
wirkung makroskopischer Objekte. Ist etwa ein solches dureh die ~las~endiehte 
q (x) und die Vierergeschwindigkeit u i (.1') spezifiziert, dann beträgt die Energie. 
Impuls.Dichte seiner Volumelemente 
(i = O. 1. 2. :3). (1.1) 
Frao-t man nun zusätzlich, wie,riel Energie-Impuls in der Zeiteinheit in jede, 
Vol~melement hinein· bzw. aus ihm herausfließt. so wird die,; durc-h den 
metrischen Energie·! In puls. Tensor beantwortet. der (hier nähprung~wf'i . ;e) 
durch 
( t.:!) 
gegeben ist. 
Der symmetrische Ten~or (1.2) fungiert in der Einste~ns('hl'n Fd:lgh>i(·hulli!.'lpr 
allgemeinen Relativitätstheorie ab Quelle der Gra ntatwll. 1lI lhm ellt,;pnngt 
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also alle Schwere. Da die Potentialgröße der Feldgleichung die die }1aß-
verhältnisse des Raum-Zeit-Kontinuums *) bestimmende :Metrik gij i~t, wird 
durch die Materie der ursprünglich Euklidische bzw. Minkow"ki~che Raum 
der speziellen Relativitätstheorie zu einem Riemannschen Raume verformt. 
Der wesentliche Inhalt der allgemeinen Relativitätstheorie ist demgemäß, daß 
die ~Iaterie über den metrischen Energie-Impuls-Tensor ein vormals "ebenes" 
Raum-Zeit-Kontinuum krümmt. 
Will man nun die Schwerewirkung mikroskopischer Objekte, also etwa eines 
Elektrons oder eines Protons beschreiben, so hat man zu berücksichtigen, daß 
diese nicht nur Translationsfreiheitsgrade besitzen; vielmehr ist den meisten 
Elementarteilchen eine Eigendrehung, ein Spin eingeprägt. Diese Rotations-
freiheitsgrade finden dynamisch im Auftreten eines Spindrehimpulses i;/ 
ihren Ausdruck. 
Da nicht einzusehen ist, warum bei spinnenden Teilchen (bzw. bestier geHagt: bei 
spinnenden Feldern) der ,.Impuls" weiterhin der "Geschwindigkeit" pr·opor-
tional sein sollte. müssen wir wegen (1.1) und (1.2) erwarten, daß ihr Energie-
Impuls-Tensor .Eij im allgemeinen asymmetri~ch ist und deswegen die Ein-
steinsche Feldgleichung erweitert werden muß. Außerdem reicht die Riemann-
sehe Geometrie wohl aus, um den im Tensor (1.2) erfaßten Freiheih;graden der 
Translation Rechnung zu tragen, kommen aber auch die der Rotation ins 
Spiel, so hat man offenbar nach einer allgemeineren Geometrie für da~ Raum-
Zeit-Kontinuum Ausschau zu halten. -
Einen Hinweis, was für eine Geometrie zu diesem Zwecke dienlich sein könnte, 
erhält man aus eier Feldtheorie der Versetzungen. Es hat sieh in den letzten 
Jahren gezeigt. daß man sich einen versetzten Kristall aus Elementarbereichen 
aufgebaut denken kann, die verschoben und unabhängig davon auch verdreht 
werden können, die also Translations- und Rotationsfreiheitsgrade besitzen. 
Die '-erschiebung wird dabei im wesentlichen von Kräften, die Verdrehung 
VOll Spinmomenten verursacht. 
Bei der differentialgeometrischen Beschreibung eines solchen Kontinuums 
~tcllt es ~ich herau~. daß die von Spinmomentcn hervorgerufenen relativen 
Drehungen nlll benachbarten Elementarbereichen. die durch das Auftreten 
Hltl Yersetzungen realisiert werden, mit Hilfe eines dreistufigen Tensorfeldes 
S ,; crfaßt werllen können: (liese wg. Cartansche Torsion [1:3, 141 ~tellt den 
anti~~·mmetrisl"hen Teil der eier geometrischen Beschreibung ues Kontinuums 
zUiirumle liegpnden affinen Konnexion r~,j (lar: 
( 1.:3) 
Die Y('r.";I'tzlIng~tllt'()rie liefert abo einen ::\Io(lellfall dafür. daß einer Geometrie, 
in der dip einzclIH'1l Punkte mit Rotatioll~freiheitsgraelen behaftet sind, eine 
a"YIllIlH'tri~c1l(' KO!lIl(·xion zugrundp gdpgt w('nlen muß. _ 
Iktral·htl·1l \I·ir nun wil'(iPr dic allgl'meine Relati\·itiibtheorie. Im Sinne des 
*i \\·PIl dip hi,tori"dw 1·:llt\\'idduJli! dps l{allrlllw.!.(riffps his hin zu den neuestpll For-
",·h 1I1l!.(",·!":!(·Ill,i""(·1l illtnl'""i,·rt. dell milchten wir auf das iPsenswprte Buch .. Das Problem 
dp..; 1~<lllnW:-i" U)Jl .!(/fllf/IU· L')"j hin\H,isPIl. 
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eben Gesagten werden wir nahezu zwangsläufig zu der Yorstellung geführt, daß 
der Spindrehimpuls r/ die rotatorischen Freiheitsgrade des Raum-Zeit-
Kontinuums anregt und damit eine Abweichung von der Riemannschen 
Geometrie induziert. Diese Abweichung drückt sich in einer neuen unab-
hängigen geometrischen Feldgröße, nämlieh der Torsion S;/ mit ihren 
24 funktionalen Freiheitsgraden aus. Es ist also kein Zufall. daß ri/ und SI' 
die gleiche Stufe und Antisymmetrie besitzen. . I, 
.,~ur die allgemeine Relativitätstheorie, welche die i-ariation der iYeltmetrik 
ermöglicht, führt zur wahren Definition der Energie" bzw. des Energie-
Impubes. Dieser Ausspruch TVeyls ([116] p. 236) zeigt die singuläre Bedeutung 
eines Riemannschen Raum-Zeit-Kontinuums für das Konzept ,-on Energie-
Impub. In entsprechender iYeise führt nur eine Theorie. welche die Yariation 
der Torsion zuläßt, zur wahren Definition des Spindrehimpulses. Der Spin-
drohimpuls der ~raterie ist nämlich genauso innig und notwendig mit der 
Tor"ion des Raum-Zeit-Kontinuums verbunden, wie der Energie-Impuls mit 
dcr :'letrik. 
Sammeln wir alle bis jetzt erwähnten Gesichtspunkte. so konlluen wir zu 
folgender' Konzeption: iYir gehen vom :\linkmn;kischen Raum-Zeit-Kontinuum 
der "peziellen Relativitätstheorie aus. Sozusagen von außen werfen wir :'Iaterie 
mit dem Energie-Impuls 1:ii und dem Spindrehimpuls r;.j" in dieses Kontinuum 
hinein. Denken wir uns zuerst noch den Spindrehimpuls .. abgeschaltet'·, so 
dehnt der Energie-Impuls den Raum zu einem durch eine bestimmte :'Ietrik g;j 
charakterisierten Riemannschen Raum. Bei nun .. angeschaltetem'· Spin-
dreltimpnls wird dieser Riemannsche Raum noch zusätzlieh tordiert. cl. h. pr 
bekommt als neue Struktur die Torsion S;./ aufgeprägt und weitet ~i<:h damit 
zu einem sog. Riemann-Cartanschen Raume. 
Die in dieser :Mitteilung vorgeschlagene Erweiterung der allgemeinen RPlati\-i-
tätstheorie basiert hauptsächlich auf den _\rbeitpn nm Sciama [991· Kibble [;")81 
unll Kröner u. d. VerfassPf [48]. Im Anschluß sei nun pille aw,fiihrlidlf're 
Literaturübersicht und pin Einblick in die \-pl'setzunflsthporie flPge!Jcn. "-ir 
streuen schon einzelne Formeln ein: beziiglich der dahei verwendetpn !\.onH'Il-
tionen vergleiche man im Zweifelsfalle den § 4. 
§ 2, Literaturübersicht 
('asta de Beauregard [19, 20j und unabhängig dayo]] JrpyssP/lho/! u. RUft/le 
jl231 und Papapetro/l [84] fandpn. daß deI" E/lfrr/ie-Impuls- Trl/sor 5.'ij 
spinnender ::\Iaterie im allgemeinen aSljlllllletri-'ch ist. 1fan \"el'i!leic·lw dazu auch 
z. B. dip neueren yerwanclten _\rbeiten [21. 2;). 46. 74. !);). Hl8. lOH. 122]. 
Setzen wir nach dcm Yorschlage \-on ('o-,Ia de [3ulII/,f!!f/l"{IIIHI hpuri,tis(·h dip 
yerallgemeinerte Einstpillschp Feldgleichung pnt'pn>l·hend 
(2,1) 
an (Gij = Einstein-Tensor. l.: = Gnn'itation,koll,tante). ,I<\nll llluU (!t>r Eill-
stpin-Tensor deswpgcn gleichfalb aS~'mmptns("h SPlIl. 
Lehnt man sich eng an den Formalismus ell'l' all,gemeinen Relatidtiit"tlll'llri" 
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an, so kann diese Asymmetrie entweder von einer nun ebenfalb a~ymmetrischen 
;,letrik gij, von einer asymmetrischen Konnexion 1'1] oder auch nll1 beidem 
gleichzeitig [98] herrühren. Da es keine Definitionsgleic.hung für. den asymme-
trischen Teil der Metrik gibt, die ihn erst physikalisch mterpretwrbar machen 
würde, wollen wir die Metrik - nieht aber die Konnexion - weiterhin ab 
symmetrisch annehmen. 
Ist ein gewöhnlicher Festkörper durch Kraftspannungen L,,3 und Spin-
momenten spannungen T~;i beansprucht, so lauten nach Voigt [115] die 
Bedingungen für das }Iomentengleichgewicht (vgl. auch z. B. [49. 50. 113]) 
(Cl, ß, y = 1,2,3). (2.2) 
Das vierdimensionale Analogon ist offensichtlich mit dem Spindrehimpuls 
Ti/ und dem Energie-Impuls Lij der Erhaltnng.s.satz für den Drehimpuls *) 
(vgl. z. B. [1 i]): 
* Vk T / - L[ij) = 0 (i, j. k = 0, 1, 2. :3). (2.3) 
Wir haben ihn mit dem Differentialoperator (4.2) angeschrieben. da dies 
in einem Raume mit Torsion notwendig ist, wie man seit den allerdings den 
dreidimensionalen Fall betreffenden Arbeiten von 8tOjUl/01;itch [106 J, Kröner 
[63] und Stojanovitch u. V11joshevitch [107] weiß. 
Der antisymmetrische Teil von (2.1), der in der allgemeinen Relativitätstheorie 
identisch verschwindet, ergibt mit (2.3) 
* 
k V k Ti;" = G[ij]. (2.4) 
In (.5.26) werden wir sehen, daß sich G[ij)mit dem gemäß (5.2:3) aus der Torsion 
abgeleiteten Tenwr Ti/' in jedem metrischen Raume ebenfalls als Divergenz 
schreiben läßt. Ein Yergleich ,'on (2.4) und (5.26) führt deshalb, wenn wir 
e,-entuell auftretende Glieder weglassen, deren Divergenz ,-ersehwindet, auf 
(he zuer~t von Sciomu [9~l] auf andere 'Yeise abgeleitete Beziehung zwischen 
Npimlrchimpuls und Torsion: 
(2.5) 
Dip Gleichungen (2.1) und (2.5) können mit der Jlethode de8 kompensierenden 
Felde." auch lokale Eichtheorie genannt, ebenfalls deduziert werden. U'rsprüng-
!ieh von lJ"pyl[11i. 118, 1191 speziell für das elektromaanetische Feld auS-
gearbeitet. erlangte <lieses Yerfahren, welches das Auftreten bestimmter 
Felder auf (lie Innu'ianzeigenschaften der \Virkungsfunktion zurückführt, in 
neue{'('!' ZE'it aueh für andere Felder immer größere BE'deutung. Zusammen-
fa~~en(1 hat e~ z. B. AdulI18kil: l1J und allgemeinverständlich W igner [12.1] 
be~('hrieben. 
Im Fallt' <i('r SdnH'rkraft wirfl aus (Ier Lorent:-Illvariunz einer materiellen 
*) G"gmüb"r r!N _\rJwit [481 sind die Kom-entionen etwas abgeändert. 
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Wirkungsfunktion die Existenz des Gravitationsfeldes und die e" beherr-
schenden Gleichungen abgeleitet. Die grundle<Yende Arbeit stammt von 
Utiyama [114]. Er betrachtete aber nur homogen~ Lorentz-Transformationen 
und wurde zur allgemeinen Relativitätstheorie von 1916 geführt, da er zudem 
~ie Konnexion apriorisch als symmetrisch annahm. Erst Sciama [99] leitete 
1m Anschluß an gewisse vorbereitende Rechnungen von Weyl [1201 zu (2.1) 
und (2.5) äquivalente Feldgleichungen ab. Jedoch setzte er die Riemannsche 
Struktur der allgemeinen Relativitätstheorie voraus und wandte entsprechend 
seiner Zielsetzung das Verfahren des kompensierenden Feldes nur auf die dem 
Spindrehimpuls zugeordnete Transformation an. Kurz danach stellte Kibble [58J 
die vollständige Theorie der kompensierenden Felder für inhomogene Lorentz-
Transformationen auf, die dann direkt zu den Feldgleichungen (2.1) und (2.5) 
führt. Man vergleiche hierzu auch die weiteren Arbeiten ,-on Stiama [100, 101], 
Brodskii et aI. [10, 11J, Sokolik [102, 103J, Ivanenko [54] und Sokolik u. 
Konopleva [104, 105]. 
Hauptsächlich im Anschluß an die Arbeit von Sciama [99J behandelte LellOir 
POJ als Beispiel die Wechselwirkung zwischen Feldern vom Spin 1/2 bzw. 3/2 
und der Gravitation. Bereits vorher hatte Peres [88J ausführlich mit einem 
äquivalenten Formalismus allgemein relativistische Spinorgleichungen disku-
tiert. Auf quantentheoretischer Basis untersuchten das entsprechende Problem 
Kibble [59 J für Diracfelder und Lemmer [69J für Felder mit beliebigem Spin. *) -
Bekanntlich wurde die Torsion schon früher in einigen "einheitlichen Feld-
theorien" benutzt (vgI. z. B. Einstein [32J, Schrödinger [9iJ, TOlll/elat [111, 112J) . 
.Mit diesen hat aber die hier angestrebte Geometrisierung des Spindrehimpulses 
offensichtlich nichts zu tun, Dagegen sind die ,-erschiedenen Versionen der 
Theorie von Finkelstein [34, 35, 36] und Finkel.stein u. Ramsay [3i. 38J. die 
ohne nähere Begründung ein mit einer Torsion (und einer Kr·ümmung) aus-
gestattetes Raum-Zeit-Kontinuum annehmen, nicht im Sinne einer einheit-
lichen Feldtheorie zu verstehen. Sie versuchen eine Brücke zur Elementar-
teilchenphysik zu sehlagen, ohne allerdings einen Zusammenhang zwischen 
Spindrehimpuls und Torsion zu sehen. 
Eine Anzahl von Arbeiten sind deswegen lose mit unsrrer in S t erläutrrten 
Konzeption und dem entsprechenden Formalismus verknüpft. weil in ihnen die 
alte Einsteinsehe Idee des Fernparallelismus [30. 31 J aufgegriffen und damit 
ein flaeher Raum mit Torsion (vgI. z. B. Eisenh(uf [331· TOllllelat l1l2J) wr-
wendet wird. JlliJller [79, 80, 81] hat eine solche Theorie aufge~tellt. um da., 
Problem der Lokalisierung der Gravitationsenergie zu lösen. :\lan vergleiche 
hierzu auch die Anmerkung von Peres [89J. Diese Theorie wurde durch ('lwo 
u. Kohler [16] sehr übersichtlich dargestellt und von Pelltqri 1/ i u. Pleball8ki [Si 1 
erweitert. Sehon früher hatte Giirsey [451 bestimmte SpinorgleichungPIl in 
einem jedoch nur konformen Raum-Zeit-Kontinuum mit Fernparalleli-"Dms 
untersucht. Dabei fand er u. a., daß der total antisymmetrische Teil dt'r 
*) A.n merkung bei der Korrektur: Inzwischen ist K /lchaT [126] und Rirdk [12.; I im Rahlll{'ll 
der Theorie von SciallUl [99] undK ibble [58]diespg. Rainich·Geometrisierung (vgl. hierzu z. B. 
Wheeler [12i]) spinorieller bzw. vektorieller Feld~r gelungen, was ein wei~erpr Hinw.eis auf 
Konsistenz und Leistungsfähigkeit einer allgememrelat1\"lshschen Theone mit TorSIOn Ist. 
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Torsion in der 'Virbelgeschwindigkeit einer relativistischen Fllbsigkeit aus-
drückbar ist. Im Ansatz von Rodichev [911 - man beachte auch die Mit-
teilungen von Brauns8 [8, 9J - wird das nicht lineare Glied einer Spinor-
gleichung als Ausdruek der Torsion des Raum-Zeit-Kontinuum" yerstanden 
und nebenbei erwähnt, daß der Spin in dem betrachteten Spezialfalle die 
Torsion yerursache. Diesen Arbeiten liegt allerdings ein etwa,,; abgewandelter 
Fernparallelismus zugrunde. 
Eine gewisse äußere Verwandtschaft mit den eben besprochenen Theorien mit 
Fernparallelismus besitzen die schon älteren auf Fock u. !wanenko [:39J zurück-
gehenclen Versuche im Riemannschen Raume der allgemeinen Rdativitäts-
theorie Vierbeine einzuführen, um die 'Vechselwirkung zwischen Fermionen 
und der Grayitation beschreiben zu können. Die Literatur über diese Frage 
ist äußerst umfangreich, als Beispiele seien nur die Arbeiten [12, 15,26,42, il, 
i5. 83, 941 angeführt. -
l:"nsere }Iitteilung wurde ursprünglich durch bestimmte Ergebnis~e der Ver-
setzungstheorie angeregt. Dies sei etwas ausführlicher im nächst('TI Paragraphen 
besprochen, in dem auch die entsprechende Literatur zitiert ist. 
§ 3. Versetzungstheorie und Torsion 
Die Versetzungstheorie kann nach Kondo [60J und Hilby et al. [51 in einem 
dreidimensionalen Raume mit Torsion formuliert werden. Auf diese "'eise 
wurde zum ersten Male eine physikalisch an:'.chauliehe Interpretation der 
Torsion gefunden. Gestützt auf :\Iodellbetrachtungen in der Versetzungs-
theorie. hat Kröne,. [62J vor einigen .Jahren die "ermutung ausgesprochen, die 
dann ;-on Kröner u.d. Verfasser [48J konkretisiert wurde. daß mat\'rieller 
Spindrdlimpub im Rahmen der allgemeinen Relati\'itätstheorie einer Torsion 
eies ~CniYersums äquivalent ist. Hier sollen nun die physikalischen Grund-
geclanken cl!'r "ersetzungstheorie, die für die Analogie mit der allgemeinen 
Relativitätstheorie wiehtig sind. plausibel gemacht werden: bezüglich der 
mathematischen Durcharbeitung und der Einzelheiten verweisen wi~> auf die 
zitiertc' Literatur. 
Cn.<",ual.W·!1f:8 Kontinuum 
L'm die .hhrhundertwptHle entwickelten die Gebrüder C088erat [18J üie Theorie 
eines Kontinuums. desseIl Bausteine nicht nur Translations-, sondern auch 
unahhiintrige Hotationsfreilwitsgracle besitzen. Zur Illustration betrachten wir 
dit, _'l.hh. 1. Abh. 1 a schematisiert ein sole·hes Kontinuum im U1werformten 
_\usgantrsZllstand. irir sehen. daß jecks Teilchen eine eil/ffeprägte Orientierung 
hl·~ltZt. die im Prinzip meßbar ist. 
\rc'wlen wir nun Kmjtspalll1ungen U"I an (,-gI. ~\bh. 1 b), so werden die 
Translatiollsfreiheitsgrade d('s Kontinuums ange;·egt. d. h. die Teilehen ändern 
ihn' gPi!('lls(·itigPII .\hstiinrlp. f)un:h dÜII aus der kb~ssis("hen Elastizitätstheorie 
1)('1;.'\11111\'11 1 Jrh 11I11I!}-'tPl1sor L,J \I'irrl c lipser Yerforlllungs,mstanci eindeutig 
c!Jarakt(·risiert. 
); llJl !.(·sitzen die Tpilc!Je!1 allPr aueh lInabhüllaitfe Rotation~frl'iheitsarade. 
\\'ir hezpic-lllwll dip dureh pin Flüel!elll'lement d F: 71e,.; Kontinuum" hindureh-
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a) 
-
-
_luh. 1. Sr-lWll111 f'inf'~ COS:5f'rat:,3chen KontinllUlll~ 
a) UIlyerfOl'mter A,-u:"-gang~zllstanü 
) 
) 7:-.' 21 
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h) gpwöhnliehe hOIllogenf> Dehnung: Al)~tand~änüt)nlIl:! 11p1' Tl'ikhf'1l YNuf:-ac\!t 
durch Krafbpannungen all 
c) homogene Cosserat~('he Krümmuna: Orientil'rull:.!",ündt'rnn'.! df'f Tt'ill'!lf'!1 H-f-
nl'~a('ht {lur('h SpinlllOllwnkn:,llanHUl]ePli r~~ 1 
greifenden Spindrehmomente mit d {'ii (= -d I.;,) : dann ~ill< 1 (lip S PI/i //In/tl. /ihn-
spannungen T~/ entspreehend 
definiert. Genau diese bewirken aber eine ullahhängige relatiH Dre!llllll! 
d {J,,, (= -d {Jß') infinitesimal benachbarter Teilchen. wie mall ull~dl\n'r aus 
Abb. 1 c prkennt. Die SpinmomentellspannllIlgPIl wpnlen also eil1e 
C'o88cratsche Krümmulli/ 
H'rurSl1chen. Der allgemeil1"te Yerformullgszllstalld kann d1ll'ch das \Yirkpll 
Hlll Kraft- und .spinrnoJllentenspanllull!1('1l realisiert ulld 1!1'()llwtri" .. h du",·h 
D"'munlf und KrÜnllnUlJ'f ue"c:hrid)('n werden. Da d('r ;.r<l nz<, Kiirp('!' nadl d"T" \~erfonll~nrr immer noch ~iIl Kontinuum dar,;t"J1pll s(,11. mii"""11 I ),']lIlUllu IIlId o ~ 
Krümmung bestimmten Kompatibilitäbhpdingun,!.(pn g\'llli;.rPII. di" "1lZ1l~al!('ll 
die XaphbarsphaftsY('rhältnis,;e der einzplnpll Tpilehell ['('.l!"!n. 
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Der Vollständigkeit halber seien noch zwei Bemerkungen angefügt, die für unsere 
späteren Betrachtungen allerdings unerheblich sind: 
L Das Cosseratsche Kontinuum besitzt als dritte GrunrIrIeformation, man yergleic~e 
hierzu beispielsweise die Arbeiten von Günther [44], SchaefN [93] und Kcs,;d [il7]. dIe 
konstante Cosseratsche Drehung it xß aller Teilchen, die sich durch das \\ ll'kel: will-
symmetrischer Kraftspannungen einstellt (vgl. Abb.2a). Diese Drehung geh~ 1Il d~r 
weiter unten behandelten Yersetzungstheorie nach Kröne,. [(;ö] wegen rIer Penodlzüat 
der Idealkristalle verloren. 
a) b) 
Ahb. :!. Ergänzungen zum Cos,.;erabc-hen Kontinuum 
a) kon~tantf' Cosseratschc Drehung aller Teilchen 
h) kla~~bl'he Drehung der Teilchen durch inhoI1logt.'ne Dehnnng 
2. Bei inhomogener Dehnung EXil werden die Teilchen bereits um einen \rinkel W,ß 
gedreht, wie aus Abb. 2b ersichtlich ist. Sie werden aher dabei gleichsam nur (lurch 
das "erschiebungsfeld mitgenommen, so daß dies die bereits aus der klassischen 
Elastizitätstheorie bekannte Drehung ist. Die entsprechende Krümmung ruft (nicht-
lokale) }Iomentenspannungen hervor, die nach Kröner u. d. \'erfasser [47] im all-
gemeinen eine Größenordnung kleiner als die von der Cosseratschen Krümmung (3.2) 
erzeugten sind und daher vernachlässigt werden können. 
T' ersetzlingstheorie 
Günther [H] hat erkannt, daß der Yersuchskörper der Feldtheorie der Ver-
~ctzungen. ein mit Versetzungen angefüllter Kristall, als ein verallgemeinertes 
Cosseratsches Kontinuum angesehen werden kann. Dies ist folgendermaßen zu 
yerstehen: 
In der Yersetzungstheorie, beispielswei,.;e in den zusammenfassenden Arbeiten 
von Krön(:/' L62. 641, wird gezeigt, daß der geometrische Zustand eines ver-
setzten Kristalb im linearisierten Falle mit Hilfe der affinen Konnexion 
(3.3) 
beschrieben werden kann. \Yir benutzten ein raumfestes, holonomes, aber sonst 
beliebige:> Koordinatensystem,r' im verformten Kristall. l'~ß ist dabei der 
DelulIllIg.,tensor: (ler Tensor K "li (= - KX:'ß)' der das Analogon zur Cosse-
ratschen Krümmung ist, beschreibt die Strukturkriimmung eines Kristalls, die 
sich nach .\'!lr 18~J in der \' ersetzungsclichte ausdrücken läßt: 
(3.4) 
()ualitiltiv kann Illall (:3.4) leicht aus Abb, 3c ablesen, .Man sieht. daß sich 
wegen des \'orhandcnseins von Yersetzungen die Orientierung der Gitter-
struktur äIHlt'rt. während die mittleren Abstände der Gitterpunkte die gleichen 
bleibt'll. also die makroskopische Dehnung verschwindet. 
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c) 
1111111 
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Abu. 3. Schema de::; Ver~uch~körper5 der '·er~etzung~theorit' 
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a) unverformter Kristall 
b) durclI Kraftspannungf>ll an horHogf'Il gedehntf'f .Kri~tall: di\, mittkrf'll Ah-tiiwlf· 
der Gitterpunkte ändern sich 
c) durch SpjnmomentC'n~pjJnnungen o~~ 1 vf'ranlaCt. w,lw!l'rn {:-:'tuff'll- >\-I·r ... et7.unl!t~n 
ein und verursachen eine StrukturkrümIlluIls:!' \le~ Kri ... talb: db' ltlittkrt'1l . .\ h ... tände 
der Gittel'punkte ändf'rn ~i('h nieht 
Gegenüber dem Cosseratsehen Kontinuum wird hier di" Zahl der funktionalen 
Freiheitsgrade von E~ß auf 6 und die 1'on K,,)/ auf 9 erhöht. Y"rformun!!". 
zustände vom Typ der Abb. 1 bund 1 e sollten aber plwnfall~ im Kri~tall 
auftreten. In der Tat, ein (hier kubisch primith'pr) Kri"tall der Abb. :~a 
antwortet gemäß Abb. 3 b auf Kraftspannungen (J,,J mit piller Dehnung und 
auf SpinJllomentenspannungen r:""' gemäß Abb.:3 c. wenn man dE'n Grenz· 
übergang zum Kontinuum ausgeführt denkt. mit Einwandern "llIl \'E'r, 
setzungen und damit wegen (3.4) mit einer Struktllrkriimmulll! (YI!I. z. R. 
l47]). Bei einer virtuellen Anderung dE'r unabhängigE'n Def()rmati()n~größ('n 
Dehnung E.'ß bzw. Strukturkrümmung KüJ:' ändert ~ich al~o diE' DjehtE' f c!pr 
freien Energie des Kristalls, isotherme Yersllch~fiihrung \'orau,;w·,;dzt. ('nt· 
~preehend 
Die Stellung der Indizes im 2. Term und damit auch sein \'orzeiehen folgen 
dabei zwangsläufig aus den obigen Konventionen. 
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Das Auftreten der asymmetrischen Konnexion (:3.:3) ist von fnn(lamentaler 
\Yichtigkeit. Die Bedeutung ihres antisymmetrischen Teib, der Tor8ion, soll 
jetzt näher diskutiert werden: 
Der differentialgeometrischen Besehreibung eines Kristall" mit Hilfe der 
obigen Konnexion liegt die Vorstellung zugrunde, daß man für die Geometrie 
eines deformierten Kristalls die in ihm ,oorhandenen Gittervektoren als 
Einheitsmaßstäbe nimmt. Verschiebt man etwa im spannungsfreien Kristall 
der Abb.:3a zwei infinitesimale, von einem Punkt au"gehende Vektoren 
jeweils parallel übereinander hinweg, so ergibt sich ein Parallplogramm. Lassen 
wir Spinmomentenspannungen auf den Kristall wirken, dann wamlern Ver-
setzungen ein und man erhält den Zustand der Abb. :3c. '''enn wir nun, wie 
vereinbart. weiterhin die Gittervektoren als }Iaßstäbe benutzen. :-;0 werden 
wir feststellen, daß das Parallelogramm weiterhin ein solches bleibt. \Yir be-
merken aber, daß es durch das Einwanclern der Versetzungen aufgebrochen 
wurde. daß ein Schließungs/ehler auftritt. der direkt ein Maß für (lie Verset-
zungsdichte ist. 
Xun weiß man seit langem. daß auch in einem Raume mit Cartanseher Torsion 
keine infinitesimalen geschlossenen Parallelogramme miiglich "i nd (vgl. z. B. 
Eddingtolt L271). Der Schließungsfehler ist, wie wir in (5.:1) und in der Abb. 4 
noch sehen werden, ein :\laß für die Tor"ion. Daraus bzw. au,.; (:~.:l) und (:3.4) 
erkennt man. daß die Versetzungsdichte einer Torsion äquivalent ist (](ondo [60), 
Bilby et al. L·'i I) : 
(:3.6) 
Lassen wir in einem \Oorher undeformierten Idealkristall Krafbpannungen (J'ri 
wirken. indem wir etwa fremde Atome in ihn .,einfüllen". so verschwindet 
wegpn (:L'J) (lpr letzte Term in der Konnexion (:3.:3): Sie ist also vom Riemann-
sehen Typ. Lassen wir aber zusätzlich durch Anwendung von Spinmomenten-
spannungen ,:'" Yersetzungen einwandern. so tritt in (:~.:3) auch die Strukturo 
krümmung ]( ',l:' auf und die durch die Konnexion (3.:3) erfaßte Geometrie 
i~t pi ne allgemeinere, nämlich eine Riemann-Cartansche. :Vlan ,.;ieht ohne 
\\eitt're~ dip An'l.logie zu d('Il1. wa" wir am Ende der Einleitung als unsere 
Konzeption hpzügljeh der allgemeinen Relativitätstheorie bezeichnet haben. 
Xur daß ehen die \'ersetznngsstatik dreidimensionaler Xatnr ist. 
§ 4, Konventionen und mathematische Hinweise 
Soweit ni('hh andere,; fbtgesetzt wird. entnehmen wir sämt]jehe mathemati-
sdlPl1 K()n\'('nti()Jw!l eier }Iollographie von 8cholden [961 und sämtliche physika-
lisl'!wn KOIl\'('ntiol1pn. wie die ,rahl der }Iaßeinheiten. dem Lehrbuch von 
L'llid'll'-/~;f.,·rhit~ l(i8j. . 
\rir lll'tllltzen im allgpnwinPll die KompOllentens('hreibweise. I,ateinische 
Indizes i.;. k ... durc-l.lIallfen dabei die "'erte 0.1. 2. :1. griechische x, ß.}' .. , 
nur diP \\ ert<" 1. ~. :~. l'IJPr doppelt auftretende Il1<lizes \\-erde stets summiert. 
EitlP I'lln,!e Klamnwr um die hptreffenüPIl Indizp,.; be(\plÜet Svmmetrbierung, 
t-int- ('l'kige _\ntisyrnmetri"iprung 1 ()(i I. }Iit öj kürze/l wir 'das Kroneeker-
S.nn l"" lind mit ::~: das ('hristoffPloSvmbol ~. Art ab. Tenwren werden 
mit lat,-inis!'!lPn "der gripphischen. Te/lso;'dichten im alluemeinen mit deutschen 
BlIcbLt!wn !."zeicl!nl't. - ~ 
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Partielle Differentiation eines Feldes W schreiben wir wahlweise folgendermaßen: 
(4.1) 
Für die kovariante Differentiation benutzen wir das Zeichen r;. Zudem führen 
wir zwei weitere Differentiationssymbole ein: 
(4.2) 
+ 
I7Nfj . 't4 VS'j + 4 SiJlJ'~.; = Vt'I'j . + 2 Si/lJ'k. (4.3) 
(4.3) hat nur einen Sinn bei einem Feld. das genau einen kovarianten Index 
besitzt, die Zahl der kontra varianten Indizes ist dagegen gleichgültig. 
Das vierdimensionale Yolumelement sei 
(4.4) 
Dann gilt die Identität 
JdQ(}(W: lJ'.) = J dQ W VP + J dQ P 'W, (4.5) 
da W::: lJ'::' eine kontravariante Vektordichte sein muß. "'enn das Integral 
überhaupt eine invariante Bedeutung haben soll. Bei späteren Anwendungen 
können wir Oberflächenintegrale stets unberücksichtigt lassen. Da sich die 
linke Seite von (4.5) wegen des Gaußsehen Satzes in ein solches umwandeln 
läßt, erhalten wir für die partielle Integration die nützliche Formel 
J dQ W V!JI = ~ J dQ lJ' r-w. (4.6) 
Die skalare Dichte r hänge von einem Felde Q und dessen AbleitungE'n ab: 
r = r (Q, oQ, ooQ···). (4.7) 
Die sog. Variationsableitllng ist dann folgendermaßE'n dE'finiert: 
Zugleich verabreden wir, daß M2/I'Jgij bezüglich i und i sYllllllPtrisiert \H'nte. 
falls gij ein symmetrisches Tensorfeld ist: Ent"prechendes gPlte für anti, 
symmetrische Felder. 
Xach der aus [681 entnommenen Konvention ist die Detprminate cl"r .111/r;1.: 
[Jij stets negati\'. Die Größe 
d";!-d--f== - pt.gi}. 
(]pren kovariante A b!eituug \H'gPIl (;3.12) ycr"cl!willd"t 
rtF = O. 
(-UI) 
(-UO) 
transformiert sieh bekanntlich wie eiIw ~kalare lli(·lItt>. [)Pr .\u~df"tlC"k f' !I'; 
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ist also eine Tensordichte. Seine Variation ergibt sich (vgl. z. B. [9iJ) zu 
(4.11) 
Kapitel 11 
Eine affine und metrische Feldtheorie mit asymmetrischer Konnexion als 
Ausdruck der Geometrisierung von Energie-Impuls und Spindrehimpuls 
§ 5. Postulate der Affinität und Metrik 
Der Paralle}verschie bung eines Vektors Ci legen wir das übliche Postulat der 
Affinität 
(5.1) 
mit der affinen Konnexion r k . zugrunde. In einem Riemann-Cartanschen 
'J 
Raume, den wir nach Kapitel I für die Beschreibung materiellen Energie-
Impulses und Spindrehimpulses brauchen, verschwindet der Tensor der Torsion 
(5.2) 
anders als im Riemannschen Raume, im allgemeinen nicht mehr. Der Torsion 
läßt sich leicht eine anschauliche Bedeutung abgewinnen. Wählen wir an 
einem bestimmten Punkte zwei beliebige infinitesimale Vektoren und ver· 
dbk ----------~ ~ Abb. J Zur Bedeutung der Cartanschen Tor:-;ion: ~('hlicßun~:-;fehlpr bei infinite" ,-;imalt'Il Parallelogrammen (vgl. Abb. 3c) 
schieben gemäß (5.1) jeweils den einen parallel über den anderen (Abb.4), 
so weist das sich ergebende Parallelogramm der Fläche dFii nun einen 
Schließllng81ehler der Größe 
(5.3) 
auf. 
Durch (5.1) wird bei Vorgabe der Konnexion ein affin zusammenhängender 
Raum LJ erklärt. In ihm läßt sich in üblicher Weise die kovariante Ableitung 
eines Vektorfeldt's und durch sinngt'mäße Erweiterung die eines Tensorfeldes 
'i/I", wo [' da~ Kollt'ktiv aller Indizes bedeutet. definieren: 
l .'P r = a·'PI" --'- r k I'j' [" ./fA l 1 I I} kAr . (5.4) 
Die Kon"tantt' I hat bei einem \"ektorfl'ld die Form 
(5.5) 
Ent~prechend gilt etwa bei gewis~en Tensorfeldern 
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und 
(5.6) 
S"'" f·jab"'u. _ 5.a ,j ,b ,n' 5.b ,j ,a 1f, 1/'; (l " 
IlV -7 k"'cuv - - Uk Uu Uv Uc - Uk u" u" Ö" I Ök Ö;' Ö" Ö", (5.7) 
Der ~bersichtlich~eit halber wollen wir ab jetzt f als Operator auffassen, der 
~uf dIe rechts von Ihm stehenden Felder wirkt; (5.4) schreibt sich dann svmbo-
lIsch v 
17;'E' = a;'E' + rt r/ lJ'. (5.8) 
Sollte lJ' eine tensorielle Dichte sein, so muß (5.8) in bekannter Weise dadurch 
verallgemeinert werden, daß noch das Glied - r;[ lJ' addiert wird. 
Abh.5 
Zur lledeutung der Riemann-
Christoffelsehen Kriimmung: 
wegabhängige Parallelver~chiebllng 
Aus der affinen Konnexion läßt sich trotz ihres nichttensoriellen Charakters 
durch Differentiation ein Tensor, nämlich der Riemann-Christoffelsche 
Krümmungsfensor, gemäß 
R "' l dei 2 " 1'[ 0) r 1 r m iik = U[i jlk + - [il'" lilk (5.9) 
ableiten. Verschiebt man entsprechend Abb. 5 einen \~ektor Ck parallel läna;; 
der Begrenzungslinie eines Flächenelementes d Fii. so beträgt die Differ<,~z 
d Cl zwischen dem Vektor vor und nach der Vers<'hiebung wegen (5.1), (5.9) 
und des Stokessehen Satzes 
dCI - _:!. R'·:·ICkdFii 
- 2 IjA-' • 
Ein nicht verschwindender Krümmungstensor bedingt 
verschiebung von Vektoren und natürlich au<,h von 
wird. -
(5.10) 
also. daß die Parallel-
Ten;;oren I/"egabhängig 
Anschließend wollen wir nun die Länge eines Vektors definieren und verlangen, 
daß sich jene bei Parallelverschiebung nicht ,-erändert. Dann erl<>idet der in 
Abb. 5 gezeichnete Vektor nur eine infinitesimale Drehung. 
Yerwirft man dieses Vorgehen. so hat man ein klares Konzept für die Lälll!f'nnWSsuni! 
auszuarbeiten. Dies wird in den sog. rein affinen einheitlichen FC'ldtheori('n (\-i!l. z. B. 
r97, 111, 112J) versäumt, so daß man nicht weiß. mit welchen F"ldgriißl'n .l!pnwsseIlP 
Längen bzw. Zeiten in '-erbindung zu bringen sind. Dip "'pylsdw t'inlwitliclw FelrltllPorip 
(\-gl. z. B. [116]) ist die einzige uns bekannte metrische Tlworie. die eine rlurt'll!!PilTlwite)p 
\"orstellung über die Längenmessung wrmittl'lt. In ihr hJeill!'n cl]" Län[!pl1\'crhältni"", 
('ines in einem Punkte befindlichen Yektorhiischels bei Parallplwrsehipblllll! prhaltl'll. 
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nicht aber die Längen selbst. Abgesehen dayon, daß die experimentellen Tatsachen dieser 
Hypothese zu widersprechen scheinen. scheiterte die \Yeylsche Theorip an anderen 
i:ichwierigkeiten (\'gl. z. B. [86, 121J). 
'Vie im Riemannschen Raume führen wir deshalb zusätzlich zur Konnexion 
eine zweite fundamentale Struktur, den symmetrischen Metriktenwr gij ein. 
~Iag auch eine solch dualistisch aufgebaute Geometrie vom ästhetischen 
Standpunkte aus unbefriedigend sein, so scheint uns doch beim heutigen 
Stand der Dinge kein anderer "'eg gangbar. Die Länge C eine,,; Yektors C' 
ist dann dureh 
(5.11) 
bestimmt. In üblicher \Veise können wir nun durch zusätzliches Einführen 
der kontra varianten Komponenten des Metriktensors Indizes heben und senken. 
Die Länge eines Vektors bzw. deren Quadrat, so hatten wir oben verlangt, 
solle sich bei Parallelverschiebung nicht ändern. Aus (5.11) folgt dann mit 
(5.1), da Ci ein beliebiger Vektor ist, das Po.stulat der JJetrik 
(5.12) 
Löst man (5.12) nach der Konnexion auf, so ergibt sich die ä(lUivalente 
Relation 
,k {k} " k, k ,k f ij = ij + ,5 ij -,') j i + :-; ji . (5.13) 
Ein affin zusammenhängender Raum L 4 mit der speziellen, nur von der :\Ietrik 
und der Torsion abhängigen Konnexion (5.13), wird als allgemeinster metrischer 
Raum ['4 (,.Riemann-Cartanscher Raum") bezeichnet. Bei verschwindender 
Torsion degeneriert er zu einem Riemannschen Raume V 4. 
l'm der Konnexion Anschauung abzugewinnen, senken wir in (5.1) den 
Index k: mit der _\bkürzung J'ijk dej gkl J't folgt die Gleichung 
(5.14) 
Bei eier Parallclverschiclmng eines orthogonalen Vierbeins längs (lxi erkennt 
man. daß der Term in (leI' ersten eckigen Klammer zu einer Dehnung dEjk 
und c!('r in der zweiten Klammer zu einer Drehung dWjk Anlaß gibt. Aus 
(;"U:3) erhält man für diese Größen 
(5.15) 
unrl 
(5.16) 
fn I.i.lfi) fiihrtpn \lir dpn schon in (ö.1:3) auftretcn(len und zu (a.4) analogen 
Tt'llso!' d('r Slrll kt 11 rkrii 1111II1lII[J 
I\,',k = _ S,.," _ l,·k.k k 
,) i i - • .., ij ~ - f( i j (5.17) 
ein. Er \)('Sf'hn'iht gemiW Ui.Hi) und (;'i.17) eine dllrch die Torsioll urur8achte 
n·latil·(' DrdlUng. pine sC),~. Strnkturdrp!nlllg IJPnachbarter \'olumelcmente. 
In dun kOlllllH'1l dip \'(lli der -,>Idrik unahhängigpl1 Rntatioll"freiheibgrade der 
\ij('r \'('I'I\Pllllp!PIl (;eollH'trip zum Au"drut'k. Xi'benbpi "ei noch bemerkt, daß 
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die Differentialform (5.15) im Gegensatz zu (5.16) stets integrabel ist. -
Später werden wir für den U 4 noch mehrmals Formeln benötigen, die hier 
zusammengestellt seien: Die ersten drei Identitäten des Krümmullgsfel18or8 
regeln das Vertauschen bestimmter Indizes desselben (vgI. z. B. [96) p. U4!5). 
Für jeden L 4 gelten wegen (5.9) und (5.8) die zwei ersten Identitäten in der 
Form 
R ···1 . 17 .. / "1/1' ./ [ijk] = 2 [iSjkl - 4 S[ij Sk]m: 
die dritte Identität lautet für einen U 4 wegen (5.9) und (5.13) 
Ri)(kl) = O. 
(5.18) 
(5.19) 
(5.20) 
Die einzigen Integrabilitätsbedingungen für (5.9) sind bekannt als Bial/clu"-
Identität (loe. eit. p. 146). Sie folgt aus (5.9) und (5.8) zu 
(5.21) 
Aus (5.8) und (5.9) resultiert für die alternierende Ableitung eines Tensorfeldes 
!.t die verallgemeinerte Ricci-Identität (loe. cit. p. 139): 
1 ···/·k ",' k 
V[ifnft="Rijk fz ,u - .'Jij Ikfl· (5.22) 
Der Tensor 
(5.23) 
erlaubt es die rechte Seite von (5.19) mit dem Differentialoperator (4.2) nach 
Verjüngen als divergenzartigen Ausdruck zu schreiben: 
:J "'k *. ··k 
"R[kij] = r k Ti) . (;5.24) 
Diese Beziehung gilt wie (5.19) und (5.23) in jedem L~ . .'Ilachen wir un~ aher 
jetzt die Identität (5.20) zu Xutze, so errechnet sich aus (5.24) für den Einstein-
Tensol' 
ddR 1 R' k Gij = ij - "gij k· (5.2.3) 
wobei Ri) dei R~.·/ den Ricci-Tensor bedeutet. dip ll1etrisellP Relation 
* rho T;/ - GrUl = O. 
Zuletzt ,,"ollon wir noch die Bianchi-ldentität im Ein4ein-Tensor formu!ipren. 
da sie vermutlich in Analogie zur allgemeinen RdatiYitähthporie a],; EIll'rgip-
Impuls-Satz zu deuten sein wird . .'IIit (5.21), (5.2;'5). (;'5.23) lind (4.2) ergibt .,jch 
zwanglos als t-erjül1gfe Bianchi-Idelltität 
-
·i T· 1 R ',k r j Gi = jk il· (ti.27) 
§ 6. Wirkungsfunktion der l\-Iaterie und ihre Inyarianz 
Die 1Iaterie werde vor der Deformation des .'IIinkowskisdlPn Raum-Zeit-
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Kontinuums in orthogonalen Koordinaten durch die speziell relativistische 
Wirkungsfunktion 
k f dQ r (P, a lfI) (6.1) 
erfaßt (c = Lichtgeschwindigkeit). Dabei ist r die Lagrangedichte der durch 
die tensoriellen Feldvariablen P beschriebenen Materie. In Wirklichkeit hat 
man sich aber nach Kapitel I das physikalische Geschehen und damit auch die 
Wirkungsfunktion in einen U 4 eingebettet zu denken. Um (6.1) in diesem 
Raume eine kovariante Bedeutung zu geben, müssen wir partielle durch 
kovariante Ableitungen ersetzen, ko- und kontra variante Indizes unterscheiden 
und außerdem eventuell mit Hilfe der in (4.9) definierten Größe E dafür sorgen, 
daß sich r weiterhin wie eine Dichte transformiert. Auf diese \Yeise werden 
wir in t"bereinstimmung mit dem Aquivalenzprinzip Im der Wirkungsfunktion 
Wm = k f dQ r CF, VlfI, g) (6.2) 
geführt (g = ~fetrik). 
Ausgeschrieben ergibt sich für (6.2) unter Beachtung von (5.8) und (5.13) 
W m = k J dQ t' CP, ai P + J'~J ti/ P, g) = 
= z f dQ t' (P, a P, g, a g, S). (6.3) 
eber die kovariante Ableitung tritt also im allgemeinen zu den ur;,;prüngliehen 
Feldgrößen P und zu der Metrik g jetzt noch die Torsion S hinzu. :Kur wenn P 
ein skalares Feld ist, ycrschwindet / i/ und die Torsion erscheint nicht in (6.3) 
(ein skalares Feld besitzt somit niemals Spin<lrehimpub '). Bezeichnen wir alle 
rariab/en zusammenfassend mit 
Q3 1P,g,8, (6.4) 
so läßt sich elie Wirkungs/unktion der Jlaterie (6.2) bzw. (6.3) folgendermaßen 
schreiben: 
Trm=kfdDt'(Q,aQ). (6.5) 
Ab :u.8äUiche BedillguNgen für die Variablen Q sind die Felelgleichungen der 
:\latene. da,; Pmltulat der :\letrik (5.12) bzw. eine aus (6.3) folgen<le Relation 
aufzufassen: 
01..' 
o'P = 0: vg=O; 
at' 
a(aS) = O. (6.6) 
Es i~t übrigens eine reine Zweckmäßigkeitsfrage, ob man neben <ler Metrik 
die Tor,-ion S oder die Strukturkrümmung K als weitere fundamentale Feld-
yariahlp nimmt. \Vir entschieden uns für S, da es ab antisymmetrischer Teil 
der KO/lllPxion "Uindig explizit in Rechnungen auftritt. " 
Die \Yirkul1w,funktion Jr m muß natürlich als Skalar inmriant sein aeaeniiber 
infinitpsimall'll hpliehigen Koordinatentransformationen : b b 
r).li = x'l - .t i = ~(.r). (6.i) 
Daraus köllllPn WH' pmt' ganze ~lenge nützlicher Konsequenzen ziehen. 'Vir 
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verwenden hierzu eine Methode, deren Prinzip schon in den Anfängen der 
a~lgemeinen Relativitätstheorie nach und nach erkannt wurde [72.51,73,291, 
die aber erst bei Rosen/eld [92J in einer für uns brauchbaren Form eine elegante 
Darstellung gefunden hat. 
(6.7) induziert vermöge des Transformationsgesetzes für Tensoren für die 
Variablen Q die "lokale Variation" 
< Q det Q' ') Q) .. i Q u =, (.1: - (x = ~'.j / i . 
Die "substantielle Variation" 
b*Q det Q'(.l·) - Q (.1') = bQ - ~i Q. i (6.9) 
ist mit. der partiellen Differentiation vertauschbar. 
Aus der Invarianz von (6.5) folgt mit (6.8) und (6.9), da "ich das Yolum-
element mit der Funktionaldeterminaten transformiert. 
b W", = } Li' dil' ~'(x') - J dQ ~(:r)J = } J dQ [b*~ + (~ ~). iJ == O. (6.10) 
Nun gilt 
A*~=~ b*Q--!-~b*Q . [) aQ 'aQ,1.: ,/;. (6.11) 
wenn man die Summationskonvention ab jetzt steb auch auf die Feldgrößen Q 
ausgedehnt denkt. Aus (6.10) erhält man mit (6.8). (6.9) und (6.11). da ~i 
und seine Ableitungen beliebig sind, die zwei nichttrivialen kovarianten 
Identitäten 
a ~ j j a ~ ,a ~ . j Q __ 
aQ fi Q + ~bi - aQ,j Q,i, aQ,k (fi ),k - 0, 
9)( i lik) .c= 0 . 
Dabei wurde zur Abkürzung die Tensorclichte 
=l1,Jk ~ ~ f .j Q 
__ li aQ.k I 
eingeführt. 
(6.12) 
(6.13) 
(G.14) 
Wir integrieren das letzte Glied der linken Seite von (G.12) partiell. um (G.14) 
substituieren zu können. ~Iit (4.8) ergibt sich w die R(J.'{·nflld-ld( ntitiit 
b ~ j j _ ~ . _._ =11' ik . 
-·-li (.J,~b, aQ Q .• •. l, •• 
bQ .j 
o. (H.tS) 
(6.13) ist eine zweite Rosenfeld-Identität un(l eine dritte. 1\1ll'rding~ \'Oll deli 
anderen abhängige, erhält mall durch Differentatioll \'Oll (t).I;j) nntp!, Bt'<l('htUIl,l! 
\'on (ß.la): 
bt' 0\2 (-// Q) . ~ - (.J i O. OQ .) Mi' w. [In 
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Jetzt wollen wir die Kovarianz der Identitätcn auch äußerlieh dadurch 
sichtbar machen, daß wir kovariante Ableitungen einführen. Aus (6.15) 
resultiert 
b 52.j 052 . +jk ·kl·j 
bQ fi Q ~. oQ,j v iQ - 1.'b; - Vk9J?i - 9)l i Skl (6.17) 
(6.13) ändert sich nicht 
9J?i(i!.:) == 0 (6.18) 
und für (6.16) folgt 
(6.19) 
Die Identitäten (6.17)-(6.19) gelten in jedem L1 für alle Funktionen der 
Form (6.5). ~ützlich für die Graütationstheorie werden liie aber en;t, wenn 
wir die Feldgrößen Q gemäß (6.4) identifizieren und die Bedingungen (6.6) 
beachten. \'orher müssen wir allerdings noch klären, was die in den r dentitäten 
auftretenden Ausdrücke b1.'lbg und M2/bS physikalibch bedeuten. 
§ 7. Dynamische Definition von Energie-Impuls und Spindrehimpuls 
Energie-Impuls bei verlich~cindendem Spin 
,._·\]le Teile eines materiellen Körpel's, sowohl die Energieknotcn als auch die Zwischen-
räume, erfahren .,. in einem Gebiet, in welchem das Gra"iationspotential überall 
denselben \Yert hat. lauter ganz gleiche \-erzerrungen und Yolumenänderungen, alle 
physikalischen Ereignisse eine gleichmäßige '-erkürzung oder ,-erlängerung der Zeit dauer, 
alle elektrischen Ladungen, tltromstärken, alle elektrischen, magnetischen Gra "itations-
Feldstärkcn UIHI Potentiale werden in bestimmten Verhältnissen geändert, welche "on dem 
'\Yert eies Potentials des Gra\'itationsfeldes, in welches man den Körper hineingebracht 
hat. abhängen:" 
Gustav Jlip [iS] p. 38 
Diese Formulierung Jlies läßt die universelle "abstandsändernde" Wirkung 
der Gravitation und die damit verbundene Analogie zur Dehnung eines Fest-
körpers besonders deutlich werden. Das ::\Iinkowskische Raum-Zeit-Kontinu~tm 
,,'inl durc·h die Gravitation, da wir ja vorläufig den Fall ohne Spin betrachten, 
zu einem durch <1ie :\Ietrik I]ij erfaßbaren Riemannschen Kontinuum gedehnt. 
Die Euergiedichte eines Kristalls reagiert auf eine virtuelle Xnderung der 
Ddlllung gemäß (:3.05) mit Kraftspannungen. Genauso heantwortet die materielle 
Lagrangedichte. wie bereits Hilbert [51] erkannt hat, eine virtuelle Anderung 
der .'\letrik mit dem Auftreten eines metricschen Energie-Impulses 
.. r) e(Q. oQ) 
F al! =:2 . 
() Ijij 
(7.1) 
Dipsp SIl!!. rly 11 11 iII isdw Definition (1ps EllPrgie-lmpubes wird erst in der all-
gl'IlWillpn RPlativitiibtheorie möglich, (lie pine Yariation der \Veltmetrik 
zuliWt. r m starren Raum-Zeit-Kontinuum der speziellen Relativitätstheorie 
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wird hingegen der Energie-Impuls mit Hilfe des Noetherschen Theorems 
kinematisch als der Tensor definiert, für den aus der Translationsim-arianz der 
Lagrangedichte ein Erhaltungssatz folgt; bei Vorgabe der Lagrangedichte ist 
die letztere Definition vieldeutig und deshalb wenig befriedigend. 
Spindrehirnpuls 
Lassen wir nun materiellen Spindrehimpuls zu, so spielt sich alle~ Geschehen in 
einem [/4 ab. Der Gedankengang, der in der Definition (7.1) seinen Nieder-
schlag gefunden hat, ist zu suggestiv, als daß man ihn nicht in sinngemäßer 
Form auch beim Spindrehimpuls wiederholen möchte. Daher wollen wir die 
Struktur benachbarter Volumelemente des Raum-Zeit-Kontinuums gegen-
einander ein wenig verdrehen, also die Strukturkriimmung, in der die rotato-
rischen Freiheitsgrade eines Kontinuums ihren Ausdruck finden, vit'tuell 
ändern. Die Energiedichte eines ,-ersetzten Kontinuums antwortet in einem 
solchen Falle gemäß (3.5) mit Spinmomentenspannungen und entsprt'cht'nd 
wird die im Raum-Zeit-Kontinuum eingebettete matt'rit'llt' Lagrangt'dichte 
mit Spindrehimpuls [99, 48] 
tlr(Q, GQ) 
. ·k tlKij (7.2) 
reagieren. T kji ist in den ersten beiden Indizes antisymmetrisch. Dt'r relati,-t' 
Faktor 7:wischen den Definitionen (7.1) und (7.2) folgt eindt'utig aus (3.3) 
und (3.5). 
In der allgemeinen Relativitätstheorie kann es keine dynamiscllt' Definition 
des Spindrehimpulses geben, da in ihrem V4 die Strukturkrümmung identisch 
verschwindet. Spinnende Materie bricht also die infinitesimalen Parallelo-
gramme des V 4 auf (\-gI. Abb. i) und weitet ihn 7:U einem ['1. der zusätzlich 
durch eine Strukturkrümmung K bzw. eine Torsion S charakteri~it'rt ist. 
~ach (6.4) ist allerdings nicht das in (7.2) auftretende K. somINn S die Felel-
größe. Deshalb definieren wir zur Yereinfarhung den P,elldospindrehimpuh 
gemäß [48] 
bf.'(Q. GQ) 
b Su k 
(7.:~) 
Er ist in den Iptztt'1l Leiden Indize~ alltisytl1!1letri~ch. Aus (7.:3) folgen mit drl' 
Kettt'nregel, mit (6.6). (5.17) und (7.2) die bpiden nützlichen l-mrcr-hnUllgs-
formeln 
pU1.- = _ Ti)/.: ~_ T ik ; _ T I: i). 
,ijk = [;lii]k. 
(7.4) 
( ... :l) 
De8halb kann der Spindrehimpuls auch übt'!' (7.;'») mit Hilfe yon (7.:3) definiert 
werden. (7.4) und (7.5) haben iibrigt'll" die gleiehr Form wi(' die Relationell. 
die Strukturkrümmung und Torsion miteinanrlpl' \,prbllld<'ll. 
Energie-Impuls allgemein 
Die Definition (7.1) möge ab jetzt auch in einem Cl gültig "rin. Va dt'f Energie-
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Impuls Li" bei vorhandenem Spindrehimpuls T ~/ wegen des Drehimpulssatzes 
(2.3) nun Jim allgemeinen einen antisymmetrischen Teil besitzt, kommen wir 
zwangsläufig zu dem Ansatz 
(7.6) 
F(ij) ist dabei eine bestimmte Funktion, die mit T;/ verschwindet. 
T ;; k wird wohl den symmetrischen und den antisymmetrischen Teil von Lij 
in' einer ähnlichen lV eise beeinflussen; deshalb schreiben wir für den asymmetri-
schen Energie-! mp1l1s [48] 
(7.7) 
Das relative "orzeichen der beiden letzten Glieder ist wegen der Symmetrie-
forderung wohl bestimmt: ein gemeinsamer Faktor bleibt aber, selbst wenn 
wir den sehr suggestiven Ansatz unter dem Differentiationssymbül akzeptieren, 
beliebig. Trotzdem ist unsere 'Vahl auch nur mit den uns bisher zur Verfügung 
stehenden Informationen naheliegend, da sich (7.7) mit (7.4) entsprechend 
* 
" " k 
':-ij = O"ij - V k{llj (7.8) 
:>chreiben läßt - und {l/ zweifellos eine "natürlich" definierte Größe ist. 
Erst in § 8 wird durchsichtig werden, warum der Ansatz (7.8) notwendig ist. 
T ;.; k stellt sich nämlich mit dem kanonischen Spindrehimpuls als identisch 
herau,;. Dann sollte aber auch der Energie-Impuls durch den kanonischen 
Tensor gegeben sein - und der durch (7.7) definierte Tensor wird sich gerade 
als kanonischer Tensor erweisen. 
~a('hdem wir die Wahl von (7.7) solchermaßen plausibel gemacht haben, 
wollen wir fortan den dynamischen Energie-Impuls-Tensor durch diese 
Gleiehung p08tulierell. In einer analogen Theorie mit Vier beinen [99, 58], 
<"rgibt sich jener Tensor in natürlicherer Weise; allerdings erhält man dann 
direkt keine .-1ufspaItung der Form (7.7), die ja audl in der speziellen Relativi-
tätstheorie eine Rolle spielt [:3, 4, 92, 5:3]. 
§ 8. Erhaltungssätze 
\Yir wollen nun in die Identitäten (6.17)-(6.19) die dynamischen Definitionen 
für (Icn Encrgie-Impub und den Spindrehimpuls einfÜhren. 
Kal/onische Tel/soren /lnd Drehimpulssatz 
c\u~ (6.17) erhalten \\ir ~o mit (6.-1-), (.'5.6), (7.1), (5.7). (7.:l). (6.6) und (4.3) 
. (j .)' jk (," liI . kl ," j 
C 0", -:- - POl ,) ki --, {li ,) kl ) = 
a p • --~-r .tp - r :n~ik '):n,jk S,' '" :n"/;/ c,' j (] \1'. I , k --, -- - -- l '" ' k i --, '0_ l i ,J kl . 
• J 
(8.1) 
(lU) IllUl.\ ll. a. für beliebige Tor"io!l gelten. Daraus folgt dann durch Koeffi-
zielltC'llwrgIeif"h Ulttc'r Beaehtung von (6.i.!) und (6.6) 
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'll' = sm)k _ ~ /") lTf , o.\.? . j 
e fl' - , - 0 lJf ,r T -0 - fi g. 
,k g,k 
(8.2) 
Die erforderliche Antisymmetrie von fl/k in den letzten beiden Indizes i~t 
durch die Identität (8.1) sichergestellt. Mit (7.5) ergibt sich aus (8.2) endO"ülticr 
für den Spindrehimpuls e e 
""k a 52 ""] E T')' ~ --/Ul lJf 
a 'P,k ' (8.3) 
da der letzte Term von (8.2) bei der Antisymmetrisierung verschwindet. 
Schöpft man den Rest von (8.1) aus, so erhält man mit (8.2). (4.10) und (7.8) 
für den asymmetrischen Energie-Impuls letztlich 
".jj O.\.? 
E':"i ~52i'Ji-a!p.Vi'P. 
,) 
(8.4) 
(8.3) und (8.4) zeigen uns, daß die dynamisch definierten Tensoren r iik und 
1:/ mit den kanonischen Tensorenidentiseh sind. Denn genau in der angegebenen 
'Veise werden letztere im speziell relatidstisehen Lagrange-Formalismus mit 
Hilfe des Noetherschen Theorems definiert (vgI. z. B. [17]) *). So wird hier also 
der Lagrange-Formalismus der speziellen Relath-itätstheorie sozusagen auf 
höherer Ebene reproduziert. 
Der antisymmetrische Teil der dynamischen Definition (7.7) des Energie-
Impulses beinhaltet natürlich den Drehimpulserhaltul/g88at:: [99. 58. 48]: 
*. ..k " 11 kTij - ':"[ij] :== O. (8.i,) 
Obwohl es bekanntlich in einem nicht -}Iinkowskischen Raume ün allgemeinE'n 
keinerlei Sinn hat, einen Bahndrehimpuls etwa ent,.;preehcnd ./'[I.r;f" zu 
definieren, da diese Bildung nicht kovariant ist. besitzt der Drehimpuls.,atz 
(8.5) eine zur speziellen Relativitätstheorie analoge Form (rgI. z. B. [ 17 j): 
lediglieh der Differentialoperator a i~t durch r E'rsetzt' 
Ist in einem Spezial/alle der kanonische Energie-Impub-TE'n,or überall 
symmetrisch, 80 folgt mit (8.5) 
*. . k 1:[ij] = r kTU = 0 (8.ß) 
und mit (7.7) 
... k 
J:ij = J:(ij) = aij - 2 I kT t'j)' (S.7) 
Eine Asvmmetrie des kanoniscllE'n EnE'rgie-Impub-Tl'n,;or,; i,t al,o fiir da~ 
AuftrE'te~ von Spindrehimpuls wohl hinrE'ichpnd. aher flicht notwl'ndij!. 
Auch spinnende JIaterie kann einen symlllE'tri,C'hE'l1 kanoni~ch('n Elwrj!i('-
*) UntE'rschiE'dliche Faktoren sind kOlwentiollsbe,lingt. Di!'sdlw R(·nwrknng gilt audl 
für (8.5). 
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Impuls besitzen *). Gemäß (8.6) bedeutet diese Symmetrie, daß der Spindreh-
impuls für sich erhalten bleibt und daher nicht in Bahndrehimpuls llI71[jeu'andelt 
werden kann (vgI. z.B. [24]). 
Rosenfeld [92] hat bekanntlich mit Hilfe der von ihm gefundenen Identitäten (6.13), (6.15), 
(6.16) aus einem im V4 der allgemeinen Relativitätstheorie eingebetteten kanonischen 
Energie-Impuls-Tensor den "wahren" metrischen Tensor errechnet. Die entsprechende 
von ihm angegebene Formel **) ist zu (7.7) analog, der Spindrehimpuls wird aber rein 
kinematisch gemäß (8.3) definiert. Allerdings ist in der hier dargelegten Theorie, ,vie wir 
oben gesehen haben, (i.7) gegenteilig zu deuten: der Tensor, welcher Energie-Impuls 
richtig lokalisiert, ist der kanonische, der metrische ist nur eine Hilfsgröße. 
Energie-Impulssatz 
r nter dem ersten Differentiationssymbol der Identität (6.1 9) ~tehen die 
Glieder der linken Seite von (6.17). Behalten wir daher (8.1) im c\uge, so 
ergibt sich aus (6.19) mit (6.6) und (7.3) 
(8.8) 
Xun 8uh"tituieren wir (7.8) in (8.8) und erhalten mit <ler \-olurnkraft<lichte ti 
(S.9) 
Dic rcchte Seite von (8.9) werten wir mit Hilfe der Ricci-[<lentität (:).22) und 
der 2. Identität des Krümmungstensor,; (;'1.19) aus. Beachtet man (5.20) und 
(7.5), ~o errechnet sich schließlich der Energie-/lIlptds-ErhaltnllfI,,,atz zu 
[99, ;3S1 
[';. "\'. j .. I . jk ~ j"'- i =-= Tjk R il . (8.10) 
A Ilf spinnende Jlaterie wirkt daher eine zur Riemann-Chri,;toffebchen 
Krümmung proportionale Kraft! Es ist von vornherein klar, daß fi von der 
Art :;(>in muß, daß es beim tbergang zu der speziellen RelatiYitätstheorie 
yer~chwindet, weil E/ den kanonischen Tensor darstellt. Erwähnt sei, daß 
einc ähnliche Kraft auch im Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie, 
al~o in einem r 4 auftritt ([77], vgI. auch z. B. [85, 110]), wenn auch in einer 
uns unnatürlicher erscheinenden \\-eise. 
Da die Erhaltungssätze (8.5) und (8.10), wie aus ihrer Ableitung ersichtlich ist, 
b(>i beliebiger Form der Feldgleichungen der Gravitation und des Spins gelten, 
\\"(>r<len ~ie manchmal auch als "starke" Erhaltungssätze bezeichnet. 
*) Cntpr _'\.llSlliitzung dieser Tatsache schlugen Hilgeroord u. de Kerf [52] in einer kürzlich 
ersehipnellpn interessanten c\rheit im Rahmen der speziellen Relati,'itätstheorie eine neue 
konll'iante Definition des Gesamtspins eines .Feldes vor. ~ie arheiteten aber nicht mit dem 
f"i,,!"ntlidlt'1l Labrrange-Formalismus, so daß ein Yergleich mit den von uns erhaltenen 
Erl!ehnissen eine sqmrate Betnwhtung erfordert. 
* *) In ,lie.'<'r }'ormc-l tritt wie in (i.i) jene ei"enarti"c Linearkomhination der T·.: k auf. die 
C 0 I) " 
llW' YOll yornherein n'rnllJtpn ließ, daß sie irgendeine Pmjektion der in der Konnexion 
( .•. 13) YOrllHllrlcnpll entsprechenden Linearkomhination der Torsion in den "dvnamischen" 
BPr("i"h dafstPllt. ' 
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§ 9. Wirkungsfunktion des Feldes, Hamiltonsches Prinzip und Feld-
gleichungen 
Allgemein 
Die Wirkungsfunktion des Feldes wird sich wie die 'Virkungsfunktion der 
Materie (6.5) als Volumintegral darstellen lassen; 
1 
lVI = "k r dQ sn (g, a g, S, a S) . 
.Li ~C' (9.1 ) 
k drücke sieh folgendermaßen in der Xewtonsehen Grayitationskonstanten (' 
aus; 
8:r k = - y ~ 2· 10-48 dyn-I: Lk] = Kraft-I. e4 • ' (9.2) 
'lI muß dann die Dimension einer reziproken quadratischen Länge besitzen. 
Variieren wir im Integranden ,ron (6.5) und (9.1) die unabhängigen Feldgrößen 
g un(l /) und lassen dabei deren Variationen an den Integrationsgrenzen 
yer~C'hwimlen. so liefert das Hamiltonsche Prinzip 
() IV! + () TV m = 0 
wegen der aus (7.1) und (7.3) fließenden Relation 
die Gleichungen 
1. .. .ji, "7,; b TV m ~~ -I dQ E (a'l Oi}ij ,- 2 Pk 08 u ) 2 C . 
bQ3 'ii 
- --'-'k = 2 k E ,It( 
bSij 
W.3) 
(9A) 
(9.;)) 
(fl.ß) 
Da I}i und r ijk die entscheidenden physikalischen Größen sill< L bf'aehten 
wir (7.8) und (7.5) und erhalten dann als Feldgleichungen 
b~1 1 li r* b~1 _ 7. ..ii 
-----g 7,;--,-[ - II.E"--', 
b(Jij 2 bS jk 
(n.i) 
1 01.1 "" 
__ glli __ =kET'!: . 
• ) .\ c' .[ 
,.. 1J0 ;jk 
(!l.S) 
Speziell 
Die \rahl einer LaaranCfedichte Q3 des Felrle~ fällt nidlt ,.:chweL VergleidH'n 
wir den aus Im-aria~zfo~derungen abgeleitf'ten Energie-ImpukSatz (8.1 0) mit 
(ler rein Cfeometrischen Relation (5.27) und ehen~o den Drehilllp\ll,,~atz (S.;j) 
mit (5.26)~ so kann man eigentlich die weiter unten deduzierten FehllZle~('hlmIZPll 
(9.21) und (9.22) sofort ablesen. Gleichzeitig erkennt man. dal~ dIe " Irkullf!s-
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00048015
122 Friedrich Hehl 
funktion des Feldes lY! in Analogie zur allgemeinen Relativitätstheorie 
offenbar mit dem Krümmung88kalar R dej gii Rij zu bilden sein wird. Übrigens 
ist R wegen der Identitäten (5.18) und (5.20) der einzige aus dem Krümmungs. 
tensor durch Verjüngen entstehende nichtyerschwindende Skalar. 'Yir schreiben 
also mit der Abkürzung gii ~ E gii 
1 . 1 . 1 . r .. 
W! = --I df] :n = --I df] ER = -- 1 (LJ g'l RU' 2 kc' 2 kc' 2 kr' (9.9) 
9~ besitzt im Gegensatz zu dem in (9.1) definierten 13 2. Ableitungen der 
Metrik, die aber wegen ihres linearen Vorkommens durch partielle Integration 
weggeschafft werden können. Für die nur 1. Ableitungpn von fl enthaltende 
effektive Lagrangedichte 
~ ,/Pt ~ il· (rl.; I'{ . 1,1 L'· k ~'\ -'- ;::: 9 Ir i k Jj ,. Li "jk ) (~).10) 
gilt nämlich die Relation 
"p _;;:; , ". (') gk[j 1,i J ) 
• \ - ,,\ ,. U, - JA- • (9.11) 
(9.11) kann rlureh Einsetzen von (9.10) leicht bestätigt wpnlpn. sofern wir 
(4.10) und (5.9) beachten. 
Die Variation von (9.9) errechnpt sich wegen (!U 1) zu 
blr!=~lk brdn:l\=~k brdf]J~=_l-l'dn[giiM{i}' 
;:::'C • 2 'C . 2 kc' Rij hgill· 
(9.12) 
Zwar besitzt 3'~ nieht "elbst dt'n Charakter einer skalaren Diehte. wohl aber 
nach (9.12) seine Variation. 'Yie wir aus (9.10) entnehmen. wird für unseren 
Spezialfall die Feldgleichung (9.7) höchstens 2. Ableitungen von genthalten 
und (9.8) linear in 8 sein. Für die '" ariation des Ricci· Tensors erhalten wir aus 
(.5.9) die affine Relation 
(9.13) 
Die ,. ariation der metrischen Dichte gli entnehmen wir der bereitgestellten 
Relation (4.11) und beaehtpn die Definition (5.25) des Einstein.Tensors: 
Rij Ög ii = - E (Rii - ~ g,j R/) bgij = - E GU bflij. (9.14) 
"'irset~pn ~9.1:3) und (9.14) in (9.12) pin. Intpgrierpn wir partiell gpmäß (4.6), 
beruekslchtlgen (4.2). (4.10). (5.12) und (5.23), so resultiert daraus 
1 " , 
r) Ir! = -- r r/O E [- r:u Ög·" , "T')I b["·.1 2 kc' . -- J l) -;- ~ k I}' (9.15) 
YariicJ'('n wir die :\letrik. ~() wird sich eine variierte Konnpxion einstpllprI. Diese 
muß natürlich wieder metri:;eh sein: 
r~/)r 
lk (gij -;- hYij) = O. (9.16) 
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\Yenn wir den Tensor 
!Juml' dei ,u ,,, ,/1' + ,U ,v s',. ,,, ,. ,,. 
- ijt = Vi Vj VI; Vj vk Vi - Vk b, bj (9.17) 
benutzen, der Linearkombinationen nach Art des Christoffel-Symbols herstellt 
so erhalten wir mit (5.12) aus (9.16) , 
or" kl AU"'" [7 -' ··x ij = g LJjil ( u v gvwj2 - gwx bS uc )' (9.18) 
Etwas um~~ändlicher hätte man (9.18) auch direkt aus (5.13) errechnen 
konnen. \\11' setzen die Zwangsbedingung (9.18) in (9.15) ein, integrieren 
partiell mit Hilfe von (4.6), ordnen etwas um und beachten dabei (5.26). Aus 
dem resultierenden Ausdruck können wir die beiden gesuchten \'ariations-
ableitungen entnehmen: 
~ b~ = _ GU + Vk (Tij" _ Tiki + Tkii ). f bgij . 
~gli b~ = _ 2 (Tii" _ Ti"i + Tkii). 
E HO·.·{ 
VOlk 
(9.19) 
(9.20) 
SuuHtitution in (9.7) uzw. (9.8) liefert die Feldgleichungen (Sciama [99]. 
Kibble [58J. Kröner u. d. Verfasser [48]) 
Gi! = k})J, 
TUk = k Tij". 
(9.21) 
(9.22) 
Wir lösen die lineare Gleichung (9.22) nach der Torsion auf und setzen sie in 
die linke Seite von (9.21) ein; man erhält so eine bestimmte partielle Dil/eren-
tialgleic1wllg 2. Ordnung: 
Gii (g, 0 g, 0 0 g, k T, kaT) = k })i. (9.2:3) 
Zusammen mit dem Energie-Impuls-Satz (8.10) sind dies 20 Gleichungen für 
folgende 50 Unbekannte: 10 gi], 16 Li! und 24 T;; k. Die Feldglciehungen der 
Materie (6.6h müssen also zusätzlich noch 30 Beziehungen zwisc·hen den el'-
wähnten l'nbekannten erzwingen. 
Bei verschwindendem Spindrehimpuls Ti/ geht (9.23) sE'lbstwrständlieh in 
die Einsteinsche Feldgleichung über. Hier hat man dann. wenn wir die 
Symmetrie des Einstein-Tensors sofort in Rpehnung stE'lIen une! damit 
1:[ij] = 0 identisch erfüllen, 14 Gleichungen für 20 enbekanntc (10 flij. 
10 1:ij). In der N'äherung des ,.idealen Gases" kann man die Zahl dE'r enbe-
kannten auf 15 erniedrigen (vgl. z. B. [68]). so daß nur noch 1 Relation. 
nämlich die ,.Zustandsgleichung der Materie" notwendig ist. um einen kon~i­
stenten Satz von Gleichungen zu erhalten. 
Die Erhaltungs8ätze für Energie-Impuls (8.10) bzw. für Drehimpul,; (S.;")) hatt!'ll 
wir ohne Präjudizierung irgendwelcher Feldgleiehungen a hgelpitet. Dp~\\'('W'n 
müssen sie speziell auch für (9.21) und (9.22) identi"eh erfüllt sein. dIll' Tat-
sache, die man leicht mit Hilfe der geometrischen Relationen (5.27) und (;,>.2()) 
llachweist. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00048015
124 Friedrich Hehl 
§ 10. Diskussion und Ausblick 
Im Yerlaufe aller unserer Rechnungen setzten wir den tensoriellen Charakter 
der materiellen Feldvariablen tp voraus. Die Theorie auch auf spinorielle 
Variable auszudehnen, ist ohne weiteres möglich. Grundsätzlich neue Aspekte 
dürften sich dabei aber nicht ergeben. 
Die Hauptschwierigkeit der oben entwickelten Theorie erwäch~t bei der 
Behandlung des Jla.ncellschen Feldes. Dessen kanonischer Energie-Impuls-
Tensor ist, wenn man den üblichen Ansatz für die Lagrangeclichte macht, 
nicht eichinvariant. Andererseits weist aber der in die allgemeine Relativitäts· 
theorie gewöhnlicherweise eingehende metrische Tensor. der sich durch vier-
dimensionale Verallgemeinerung der Maxwellschen Spannungen ergibt, unbe· 
friedigende Züge auf. :\IIan vergleiche hierzu z.B. Bopp l7J und Casta de 
Beauregard u. Goillot [22, 231. So er8cheint es denkbar, daß man durch eine 
neue 'IYahl der Lagrangcdichte den erwähnten Ddekt bcheben kann. Der 
physikalische Grund für diese Schwierigkciten dürfte übrigen,; darin liegen, 
daß der Gesamtdrehimpub des ruhcmasselosen Photon,.; nicht C'indeutig in 
Spin- und Bahnanteil gespaltet werden kann. -
Die Feldgleichung (9.22) läßt eine Torsion nur an Stellen zu, an denen matericller 
Spindrehimpuls vorhanden ist. Eigentlich hätten wir erwartC't, daß die Torsion 
auch ausgestrahlt werden kann, daß also am Spindrehimpuls aller :\Iaterie ein 
llnirerselles Spin/eld entspringt, das etwa einer Differentialgleichung 2. Ordnung 
gehorcht. 'Yie man den Energie-Impuls gemäß (9.21) als Quelle der Gravitation, 
genau~o könnte man dann den Spindrehimpuls als Quelle dieses Spinfeldes 
verstehen. Hypothesen über ein solches Feld gibt es schon lange. wie man etwa 
(lem interessanten Artikel von Fraser [40J entnehmen kann *). Zudem wird die 
Lagrangecliehte in (9.9) wegen 9\ = gij R(ij) nur mit dem symmetrischen Teil 
cles Ricci- Tensors gebildet, der antisymmetrische Teil, der eigene Freiheitsgrade 
besitzt. geht rerloren, was uns unbefriedigend erscheint. 
Ein dritter Punkt legt ebenfalls die Verallgemeinerung der Lagrangedichte 
nahe. \Yegcn (9.2) lauten die Feldgleichungen in DimensionHform 
1/(Länge)3 = (1/Kraft) . Impulsflußdichte, 
l/Länge = (1/Kraft) . Drehimpulsflußdichte. 
(10.1) 
(10.2) 
Faßt man den Spindrehimpuls nehcn dem Energie-Impuls al~ unabhängige 
dynamische Größe auf. so würdf' man in seiner Feldgleichung eine neue 
Xaturkon"tante ,"on der Dimension eines reziproken ::\Iomentes erwarten, etwa 
Jlach df'1l1 Sehema 
Ij(Länge)2 = (lj.\Ioment) . Drehimpubflußdichte. (10.3) 
Die Gnl\'itation~k()n"tante k könnte man abspalten und würde so zu einer 
(lr'lip,i/arrn Liinge l ab n('uer Xaturkonstanten geführt, was natürlich ganz im 
*) Da :\('utrillOs .. ~pinr!rehimpuIH un'! lIeitpr nichts" sind (nach .r"l/sen), \Yäre vielleicht 
(·in ,okhe,; 1Inin>rselb; ~pinfeld mit ihnen hzw. dpr sehwachen \Yeehsplwirkung in Yer-
binrlllll,l! Z1I hrinl!Pll. E, sdlPint nämlich nieht a1l'i!E'sehlosspn zn sein. daß die schwache 
\r('ehsphlirktllll! lInin'rs,.ller :\atur ist ._- lIllf! nur dann wäre eine Ueometrisierung in 
c\nalol!ip zur (;ra\'itation Sillll\"fJll. 
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Sinne uer Analogie zwischen allgemeiner Relativitätstheorie unu \'ersetzunas-
theorie liegt. Schon Riemann hat in seinem Habilitations-Kolloquium (L90J 
p.23) erwähnt, daß der (dreidimensionale) Raum eine diskrete Struktur 
besitzen könnte, ein Gedanke, der wohl zuerst wieder von Ambarzumian u. 
Iwanenko [2] zur Diskussion gestellt und seitdem immer wieder aufgegriffen 
wurde (vgl. z. B. [6, 41, 66, 67, 76J). 
Den drei erwähnten Gesichtspunkten könnte man in der \Yirkungsfunktion 
(9.9) durch den Zusatzterm *) 
l2 " 
lJV/ = - r dQ E E[i)'] El'i] 
2 kc-
Rechnung tragen, der sich mit (5.25) und (5.26) in 
1}V/ = ~ r dQ E (~'k Ti k ) (VITijl) 2 kc' } 
(10 . .!) 
(10.5) 
umschreiben läßt. Für die Torsion folgte eine Differentialgleichung. und es 
existierte deshalb ein universelles Spinfeld, der antisymmetrisrhe Teil des 
Ricri-Tensors wäre berücksichtigt und außerdem hätten wir einer elementaren 
Länge Platz eingeräumt. Die schon erwähnte Parallelität zwi~chen den 
Erhaltungssätzen (8.5), (8.10) und den geometrischen Relationen (5.26), (.5.27) 
läßt aber Zweifel aufkommen, ob sich die Untersuchung ,-on (WA) bzw. (10.5) 
lohnt. 
Meinem Lehrer, Prof. E. Kröner, danke ich für die Anregung zu dieser Arbeit und für 
Unterstützung in jeglicher Beziehung. Herrn Prof. M. Kahler bin ich für mancherlei Hilfe 
und Dank verpflichtet. 
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